JOŠ JEDANAEST RAZINA DOKAZA NESBITOVE NEJEDNAKOSTI I JEDNO NJEZINO POBOLJŠANJE by Šefket Arslanagić & Alija Muminagić
   27
Još jedanaest raznih dokaza 
Nesbitove nejednakosti i jedno njezino 
poboljšanje
Šefket Arslanagić1 i Alija Muminagić2
U [2] je dano deset raznih dokaza jedne algebarske nejednakosti koja se pojavila 
u matematičkoj literaturi 1903. godine autora A. M. Nesbitta pa se ona otada često 
naziva i Nesbitova nejednakost, a glasi:
( )3 ; , , 02
a b c a b cc ab c a b+ + ≥ >++ + .                                 (1)
Za dokaz ove nejednakosti koristili smo nejednakost između aritmetičke i geo-
metrijske sredine, nejednakost između aritmetičke i harmonijske sredine, uvođenje 
novih promjenljivih, nejednakost Koši-Bunjakovski-Švarca, Myurhedovu nejedna-
kost itd.
U ovom ćemo radu, da bismo dokazali nejednakost (1),  koristiti nejednakost 
Čebiševa, nejednakost između aritmetičke i geometrijske sredine, nejednakost Jense-
na i činjenicu da je ova nejednakost homogena. Dakle, dat ćemo još jedanaest raznih 
dokaza ove nejednakosti kao i jedno njezino poboljšanje.
Dokaz 1. Imamo redom: 




c ab c a b+ + − =++ + ( )( ) ( )
2 2 2 3 3
2
ac a b bc c a b
b c c a a b
+ + + − −
+ =
+ + +
( )( ) ( )( )
( )( )( )
2 2 2 2 3 3
2 2
a b ac a b bc bc ab c ac c a b
a b b c c a
+ + + + + + + + − −
=
+ + +
.               (2)
Ako brojnik izraza (2) obilježimo s M, imamo:
( )3 3 3 2 2 2 2 2 22M a b c a c ab a b b c ac bc= + + − − − − − − =
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( ) ( ) ( )3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2a b ab a b a c a c ac b c b c bc= + − − + + − − + + − − =
( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2a b a b a c a c b c b c= − − + − − + − − =
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 0,a b a b a c a c b c b c= − + + − + + − + ≥
                                   
s jednakošću ako i samo ako je a = b = c.
Kako je M ≥ 0 i (a + b)(b + c)(c + a) > 0 iz (2) slijedi:
3 02
a b c




c ab c a b+ + ≥++ + .
Dokaz 2. Kako je dana nejednakost (1) homogena, možemo uzeti da je a + b + c = 1,
gdje je 0 < a, b, c < 1. Sada je naš zadatak da dokažemo nejednakost:
( ) 32cyclic cyclic
a f ab c = ≥+∑ ∑ , gdje je ( ) 1
xf x x= − .








; ( )0, 1x ∈  konveksna pa na osnovi Jense-
nove nejednakosti, imamo:
( )1 1 13 3 3 2cyclic




f a ≥∑ .
Dokaz 3. Prvo ćemo uzeti da je a + b + c = 1, 0 < a, b, c < 1 budući da je nejedna-




   ( ) ( ) ( ) 13 3
f a f b f c f+ + ⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
,                                (3)
gdje je ( ) 1







, a 1 13 2f
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
, to je jedna-





t: 9 14 4y x= − .
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, ( )0, 1x ∈ , to je funkcija f konveksna u intervalu 
(0, 1), pa se njezin grafi kon u ovom intervalu nalazi iznad tangente ove krivulje u 





( ) 9 1;4
xf x −≥ ( )0, 1x ∈                                          (4)
Ova tvrdnja vrijedi jer je:
( ) ( )( ) ( )
29 1 3 1 0; 0, 14 4 1
x xf x xx
− −
− = ≥ ∈
−
.
Sada iz (4) dobivamo:
9 1 9 3 3
1 4 4 4 2cyclic cyclic cyclic
a a aa
⎛ ⎞−
≥ = − =⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ .
Dakle, nejednakost (3) je točna pa je time dokazana i dana nejednakost (1).
Dokaz 4. Kako je zbog a, b, c > 0:
( )
221 20 02 2
a a b c
b c b c
− −⎡ ⎤⎛ ⎞− ≥ ⇔ ≥⎜ ⎟ ⎢ ⎥+ +⎝ ⎠ ⎣ ⎦
       2 2 24 4 4 2 0a b c ab ac bc⇔ + + − − + ≥ .                       ( ∗ )
Tada imamo:
   ( )
8 04
a a b c
b c a b c
− −
− ≥+ + +
( ) ( )( )
( )( )
4 8 04
a a b c b c a b c
b c a b c
+ + − + − −
⇔ ≥
+ + +
2 2 24 4 4 8 8 0a ab ac ab ac b bc bc c⇔ + + − − + + + + ≥
2 2 24 4 4 2 0,a b c ab ac bc⇔ + + − − + ≥
to dobivamo da je zbog ( ∗ ): ( )
8
4
a a b c








a a b c
b c a b c
− −




68 8 8 3 ,24 4
a b ca b c b a c c a b
a b c a b c
+ +− − + − − + − −
= = =





b c ≥+∑ .
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Dokaz 5. Koristeći nejednakost između aritmetičke i geometrijske sredine tri po-
zitivna broja imamo:
3 3 3
3 3 32 2 2 3
2 2 2
3
a b b a b b+ + ≥ ⋅ ⋅ ,  te
3 3 3
3 3 32 2 2 3
2 2 2
3
a c c a c c+ + ≥ ⋅ ⋅ ,
odnosno
3 3 3 1
2 2 2 23 ,a b b a b+ + ≥
3 3 3 1
2 2 2 23 .a c c a c+ + ≥
Nakon zbrajanja ovih dviju nejednakosti, dobivamo:
( )
3 3 3 1





3 3 3 3
























cyclic cyclic 2 2 2
a 3 a 3
b c 2 2
a b c
.
Dokaz 6. Uvodeći zamjenu x = b + c, y = b + c, z = a + b dobivamo da je:
y + z – x = 2a, x + z – y = 2b i x + y – z = 2c.
Sada imamo 
1 32 2cyclic cyclic cyclic
y z x y za
x xb c
⎛ ⎞+ − +
= = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ .                           (5)
Na osnovi nejednakosti između aritmetičke i geometrijske sredine šest pozitiv-
nih brojeva imamo:
cyclic
y z y yz z x x
x x x y y z z
+
= + + + + + ≥∑
  66 6y yz z x xx x y y z z≥ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = .                                      (6)
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Sada dobivamo iz (5) i (6):
( )1 36 32 2cyclic
a
b c ≥ − =+∑ .
Dokaz 7. Uzet ćemo zamjenu , ,a b cx y zc ab c a b= = =++ + . Sada slijedi da je
( ) 1
cyclic cyclic
af x a b c= =+ +∑ ∑ ,
gdje je ( ) 1






−′′ = < ∈ +∞
+
, to je funkcija f konkav-
na na ( )0,+∞ . 
Sada na osnovi Jensenove nejednakosti dobivamo:
        ( )1 1 12 3 3 3cyclic
x y zf f x f + +⎛ ⎞⎛ ⎞ = = ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ .                       (7)












x y z+ +
≤ .                                              (8)
Sada iz (8) i zamjene imamo:
3
2cyclic
a x y zb c = + + ≥+∑ .
Dokaz 8. Kao i u prethodnom dokazu dovoljno je dokazati da je
1
3 2
x y zT + += ≥ ,
ako je 11cyclic
x
x =+∑ ; , ,
a b cx y za cb c a b
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟++ +⎝ ⎠
.
Imamo da je 
1 1 21cyclic
x xyz xy yz zxx = ⇔ = + + ++∑ ,
a odavde, koristeći nejednakost između aritmetičke i geometrijske sredine kao i po-
znatu nejednakost 
( ) ( )2 2 2 213 x y z xy yz zx x y z xy yz zx+ + + ≥ + + ⇔ + + ≥ + + , 
dobivamo: 3 21 2 2 3xyz xy yz zx T T= + + + ≤ + .
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3 22 3 1 0T T+ − ≥ ( )( )22 1 1 0T T⇔ − + ≥
ili
2 1 0T − ≥ , tj.
1
2T ≥ .
Dokaz 9. Označimo s L lijevu stranu nejednakosti (1). Nejedna-
kost je simetrična te ne narušavajući općenitost možemo pretpostaviti da je 
a ≥ b ≥ c, a odavde 1 1 1c ab c a b≥ ≥++ + . 
Sada na osnovi nejednakosti Čebiševa imamo:
( )1 1 1 13L a b c c ab c a b
⎛ ⎞≥ + + + +⎜ ⎟++ +⎝ ⎠
1
3
a b c a b c a b c
c ab c a b
+ + + + + +⎛ ⎞= + +⎜ ⎟++ +⎝ ⎠
1 1 1 13
a b c
c ab c a b
⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟++ +⎝ ⎠
( )1 33 L= +  
2 13 L⇒ ≥
3
2L⇒ ≥ .
Dokaz 10. Nejednakost je simetrična te ne narušavajući općenitost možemo uze-
ti da je a ≥ b ≥ c. Nakon uvođenja zamjene ,a bx yc c= =  imamo da je x ≥ y ≥ 1. Sada 
dobivamo da je dana nejednakost (1) ekvivalentna s nejednakošću







                                            (9)
ili
   3 11 1 2
yx
y x x y+ ≥ −+ + + .                                         (10)
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ili
1 121 1 1 1
yx
y x y x+ ≥ − −+ + + + .                                     (11)
Sada ćemo dokazati da vrijedi nejednakost:
1 1 3 12 1 1 2y x x y− − ≥ −+ + +                                          (12)
ili
1 1 1 1









Očigledno, ova je nejednakost točna zbog činjenice da je x ≥ y ≥ 1, te
x + y ≥ 2  pa vrijedi (12). Sada iz (11) i (12) slijedi nejednakost (10), odnosno (9). 
Dakle, dana je nejednakost (1) dokazana.
Dokaz 11. Ovaj je dokaz potpuno neuobičajen i donekle složen, ali isto tako za-
nimljiv i poučan.
Nakon množenja (1) s ( )( )( )2 0a b b c c a+ + + >  i sređivanja novodobivene ne-
jednakosti, dobivamo nejednakost koja je ekvivalentna nejednakosti (1) koja glasi:
3 3 3 2 2 2 2 2 22 2 2 0a b c a b ab b c bc a c ac+ + − − − − − − ≥ .                    (13)
Podijelimo li nejednakost (13) s c3 > 0, dobivamo nejednakost:
3 3 2 2 2 2
3 3 3 3 2 2
2 2 2 0a b a b ab b b a ac cc c c c c c+ + − − − − − − ≥ .                       (14)
Stavimo li da je ap c=  i 
br c=  u prethodnu nejednakost (14), imamo:
3 3 2 2 2 22 2 2 0p r p r r p p r p r+ + − − − − − − ≥ ,
odakle je
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 22 3 1 2 0p r pr p r pr p r p r pr p r⎡ ⎤+ − + + − + − + + − + ≥⎣ ⎦        (15)
Označimo li ovdje x = p + r, te y = pr, dobivamo:
( )3 22 3 1 2 0x xy xy x y x− + − − + − ≥ ,
odnosno
( ) 3 22 7 2 2 0y x x x x− + − − + ≥ .                                   (16)
JOŠ JEDANAEST RAZNIH DOKAZA...
Poucak 43.indd   33 05.10.2010   19:17:39
34  
POUČAK 43
(Uočimo da je x2 ≥ 4y jer je
( ) ( )2 22 2 24 4 2 4 0x y p r pr p r pr pr p r− = + − = + + − = − ≥ ).
Graf funkcije f: 
2
0, 4
x⎡ ⎤ →⎢ ⎥⎣ ⎦
  zadane formulom
( ) ( ) 3 22 7 2 2f y y x x x x= − + − − +






. Za svaki x > 0 vrijede sljedeće dvije nejednakosti:
( ) ( ) ( )
2
2 3 3 70 2 1 1 2 1 02 4 16f x x x x x
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + = + − + ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
,
( ) ( )
2
21 2 2 04 4
xf x x⎛ ⎞ = − + ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠
,
odakle slijedi da je:
( ) 3 22 7 2 2 0y x x x x− + − − + ≥ ,
što znači da je nejednakost (16) točna.
Dakle, točne su i njoj ekvivalentne nejednakosti (15), (14) i (13), tj. nejednakost 
(1) je točna.
Na kraju ćemo dati jedno poboljšanje nejednakosti (1), tj. dokazat ćemo da vri-
jedi nejednakost
( )93 2
a b c ab bc cac ab c a b+ + ≥ − + +++ + .                            (17)
Dokaz: Zbog homogenosti nejednakosti (1), možemo pretpostaviti da je a + b 
+ c = 1. Tada iz poznate nejednakosti ( )213ab bc ca a b c+ + ≤ + +  dobivamo da je 1
3ab bc ca+ + ≤ . Dokazat ćemo sada da vrijedi nejednakost (17). Ona je ekvivalen-
tna s nejednakosšću:
( ) ( ) ( )9 99 34 4 4
a b c c a ba b b c a c
c ab c a b
+ ++⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + + + ≥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟++ +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.       (18)
Iz nejednakosti između aritmetičke i geometrijske sredine slijedi:
( ) ( )9 92 3 34 4cyclic cyclic cyclic
a b c a b ca a ab c b c
+ +
+ ≥ ⋅ = =+ +∑ ∑ ∑ .
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Ovime je nejednakost (18), odnosno (17) dokazana. Nejednakost (17) 
je bolja (jača) od nejednakosti (1) jer zbog nejednakosti 13ab bc ca+ + ≤ , tj. 
( )9 32 2ab bc ca− + + ≥ −  vrijedi ( )
9 33 2 2ab bc ca− + + ≥ .
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